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Los modelos presa-predador con difusión constituyen una herramienta fundamental para el estudio de fenómenos
espacio-temporales en ecoloǵıa matemática. Entre ellos, el modelo de Rosenzweig-MacArthur con respuesta fun-
cional de Holling tipo II ha sido ampliamente utilizado para describir procesos de coexistencia, oscilaciones pobla-
cionales y formación de patrones espaciales.

En este trabajo consideramos el sistema de reacción-difusión
ut − d1∆u = u

(
1− u

k

)
− muv

u+1 , x ∈ Ω, t > 0,

vt − d2∆v = −θv + muv
u+1 , x ∈ Ω, t > 0,

∂ηu = ∂ηv = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,
u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, v(x, 0) = v0(x) ≥ 0, x ∈ Ω.

(1)

sujeto a condiciones de frontera de Neumann homogéneas en el dominio bidimensional Ω = (0, ℓπ)× (0, ℓπ). Aqúı, k
representa la capacidad de carga reescalada, θ la tasa de mortalidad del depredador y m la intensidad de interacción
entre las especies. Tomando λ = θ

m−θ , como parámetro de bifurcación, estudiamos la estabilidad del equilibrio pos-

itivo de coexistencia (λ, vλ) con vλ = (k−λ)(1+λ)
km y la aparición de bifurcaciones de Hopf inducidas por difusión.

Nuestro trabajo está motivado por el art́ıculo de Yi, Wei y Shi (2009), quienes analizaron este mismo modelo en el
dominio unidimensional Ω = (0, ℓπ), estableciendo condiciones para la ocurrencia de bifurcaciones de Hopf espaciales
y no espaciales, y determinando el signo del primer coeficiente de Lyapunov asociado a las soluciones periódicas
emergentes. El principal aporte de esta investigación consiste en extender dichos resultados al caso bidimensional.
La transición de una a dos dimensiones modifica sustancialmente la estructura espectral del operador de Laplace
con condiciones de Neumann, generando una familia más rica de modos espaciales cŕıticos. Mediante la teoŕıa de
bifurcación de Hopf para ecuaciones de reacción–difusión, reducción al espacio central y teoŕıa de formas normales,
obtenemos expresiones expĺıcitas para el primer coeficiente de Lyapunov correspondiente tanto a las bifurcaciones
homogéneas como a las no homogéneas. Estos resultados permiten determinar la dirección de la bifurcación y
la estabilidad de las órbitas periódicas emergentes para cada modo espacial cŕıtico. En consecuencia, se obtiene
una generalización de los criterios desarrollados por Yi, Wei y Shi al contexto bidimensional, proporcionando una
descripción más completa de la dinámica oscilatoria inducida por difusión. Finalmente, simulaciones numéricas
corroboran las predicciones teóricas y muestran la aparición de patrones espacio–temporales consistentes con el
análisis anaĺıtico realizado.
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Introducción

Los modelos presa–depredador con difusión constituyen una herramienta fundamental para el estudio de la
dinámica espacio-temporal de poblaciones biológicas. La incorporación de mecanismos de difusión permite de-
scribir la dispersión de las especies en el hábitat y analizar fenómenos complejos como la formación de patrones
espaciales, ondas de propagación y procesos de autoorganización. Entre los modelos más estudiados se encuentra el
modelo de Rosenzweig–MacArthur con respuesta funcional de Holling tipo II, ampliamente utilizado para describir
la saturación del depredador en sistemas ecológicos reales [11, 12]. La dinámica de estos sistemas está estrechamente
relacionada con las bifurcaciones de Hopf, las cuales describen la transición desde estados estacionarios hacia solu-
ciones periódicas. En presencia de difusión, la interacción entre la estructura espectral del operador de Laplace
y la dinámica local puede generar oscilaciones espacialmente heterogéneas y patrones espacio-temporales de gran
complejidad. En [3], los autores estudiaron un modelo presa–depredador con difusión, condiciones de frontera de
Neumann y respuesta funcional de Holling tipo II en un dominio unidimensional. Mediante un análisis de bifurcación
de Hopf demostraron la existencia de múltiples valores cŕıticos asociados a distintos modos espaciales, a partir de los
cuales emergen soluciones periódicas no homogéneas. Sin embargo, dicho estudio se restringe al caso unidimensional.

Motivados por esta limitación, en el presente trabajo extendemos los resultados de [3] al dominio bidimensional

Ω = (0, ℓπ)× (0, ℓπ), ℓ ∈ R+,

sujeto a condiciones de frontera de Neumann homogéneas. El paso de una dimensión a dos dimensiones enriquece
significativamente la estructura espectral del operador de difusión y permite la aparición de nuevos modos espaciales
y patrones dinámicos ausentes en el caso unidimensional. Adaptando el procedimiento anaĺıtico desarrollado en [3],
determinamos la estabilidad del equilibrio positivo y calculamos el primer coeficiente de Lyapunov asociado a cada
modo espacial. Los resultados obtenidos generalizan los criterios de estabilidad y la caracterización de la bifurcación
de Hopf al contexto bidimensional. Además, simulaciones numéricas de las ecuaciones diferenciales parciales mues-
tran una excelente concordancia con las predicciones teóricas y permiten visualizar la dinámica espacio–temporal
del sistema.

Consideramos el sistema presa–depredador con difusión y condiciones de Neumann
Ut − d1∆U = AU

(
1− U

N

)
− BUV

C+U , x ∈ Ω, t > 0,

Vt − d2∆V = −DV + EUV
C+U , x ∈ Ω, t > 0,

∂ηU = ∂ηV = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,
U(x, 0) = U0(x) ≥ 0, V (x, 0) = V0(x) ≥ 0, x ∈ Ω.

(2)

donde Ω = (0, ℓπ) × (0, ℓπ), ℓ > 0, es un dominio acotado de R2 con frontera suave ∂Ω. Las funciones U(x, y, t)
y V (x, y, t) representan las densidades de presa y depredador, respectivamente; d1, d2 > 0 son los coeficientes de
difusión, mientras que A,B,C,D,E,N > 0 corresponden a los parámetros biológicos del modelo de Rosenzweig–
MacArthur. Las condiciones de Neumann describen un sistema cerrado sin flujo a través de la frontera. Para
reducir el número de parámetros introducimos la transformación adimensional

s = At, u =
U

C
, v =

B

EC
V, d′i = A−1di, i = 1, 2,

y definimos

k =
N

C
, m =

E

A
, θ =

D

A
.

Renombrando las variables obtenemos el sistema
ut − d1∆u = u

(
1− u

k

)
− muv

u+1 , x ∈ Ω, t > 0,

vt − d2∆v = −θv + muv
u+1 , x ∈ Ω, t > 0,

∂ηu = ∂ηv = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,
u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, v(x, 0) = v0(x) ≥ 0, x ∈ Ω.

(3)

Aqúı, k es la capacidad de carga reescalada, θ la tasa de mortalidad del depredador y m la intensidad de inter-
acción entre especies. El sistema ODE asociado a (3) posee un ciclo ĺımite único relacionado con la paradoja del
enriquecimiento. Sin embargo, la incorporación de difusión genera dinámicas espaciales más complejas. Aunque
se conocen resultados sobre estabilidad y formación de patrones, la estructura de las bifurcaciones inducidas por
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difusión permanece sólo parcialmente comprendida. Aunque existen resultados que garantizan la estabilidad de
estados estacionarios y la aparición de patrones complejos observados numéricamente, la estructura teórica de las
bifurcaciones inducidas por la difusión aún no está completamente caracterizada. En particular, la comprensión de
los mecanismos que conducen a la pérdida de estabilidad de los estados de coexistencia requiere examinar previa-
mente la dinámica del sistema homogéneo asociado. Al eliminar los términos difusivos en (3) se obtiene el sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias dado por{

u′ = u
(
1− u

k

)
− muv

u+1 ,

v′ = −θv + muv
u+1 .

(4)

Los sistemas (3) y (4) poseen tres equilibrios no negativos: el trivial E0 = (0, 0), el semi–trivial E1 = (k, 0) y el
equilibrio de coexistencia E2 = (λ, vλ), donde

λ =
θ

m− θ
, vλ =

(k − λ)(1 + λ)

km
.

La existencia biológica de E2 requiere que 0 < λ < k. El análisis lineal del sistema (4) muestra que E0 es siempre un
punto de silla. Además, si m < θ (equivalentemente, λ < 0), entonces E1 es un punto de silla y E2 no es admisible
biológicamente. Cuando θ < m < θ(k + 1)/k (es decir, 0 < k < λ), el equilibrio E1 es localmente asintóticamente
estable mientras que E2 carece de significado biológico al verificarse vλ < 0. Finalmente, si m > θ(k+ 1)/k (equiv-
alentemente, 0 < λ < k), entonces E1 es un punto de silla y el equilibrio de coexistencia E2 resulta biológicamente
relevante. En lo que sigue, se establecen condiciones que garantizan la estabilidad global de E1 y E2.

Teorema. Si k < λ (equivalentemente, m < θ(k+1)/k), entonces E1(k, 0) es globalmente asintóticamente estable;
es decir, E1(k, 0) atrae toda solución positiva de (3).

Teorema. Si 0 < k ≤ 1, o bien k > 1 con k − 1 ≤ λ < k, entonces la solución constante positiva E2(λ, vλ) es
globalmente asintóticamente estable; es decir, E2(λ, vλ) atrae a toda solución positiva de (3).

Debido a la estabilidad global establecida en el teorema anterior, en lo sucesivo suponemos k > 1 y restringimos
el análisis al intervalo 0 < λ < k − 1. En torno al equilibrio E2(λ, vλ), introducimos el cambio de variables
û = u− λ, v̂ = v − vλ y, por simplicidad, seguimos denotando las nuevas variables por u y v. Entonces, el sistema
(3) se transforma en {

ut = d1∆u+ f(u, v) (x, y) ∈ Ω, t > 0,
vt = d2∆v + g(u, v) (x, y) ∈ Ω, t > 0,

(5)

donde
f(u, v) = (u+ λ)

(
1− u+λ

k

)
− m(u+λ)(v+vλ)

u+λ+1

g(u, v) = −θ (v + vλ) +
m(u+λ)(v+vλ)

u+λ+1 ,

con
u(x, y, 0) = u0(x, y)− λ, v(x, y, 0) = v0(x, y)− vλ, (x, y) ∈ Ω, (6)

y
∂u

∂ηηη
=

∂v

∂ηηη
= 0, (x, y) ∈ ∂Ω, t > 0. (7)

Dado que el punto cŕıtico de estudio E2 se ha trasladado al origen, el sistema Reacción-Difusión (5) toma la forma:{
ut = d1∆u+ f (λ, u, v) ,
vt = d2∆v + g (λ, u, v) ,

(8)

y su linealización en el punto de equilibrio (λ, 0, 0) viene dada por:(
ut

vt

)
= L (λ)

(
u
v

)
, (9)

donde,

L (λ) =

(
d1∆+A(λ) B(λ)

C(λ) d2∆+D(λ)

)
,
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y

A(λ) = fu(λ, 0, 0) =
λ(k − 2λ− 1)

k(1 + λ)
,

B(λ) = fv((λ, 0, 0) =
mλ

1 + λ
= −θ,

C(λ) = gu(λ, 0, 0) =
k − λ

k(1 + λ)
,

D(λ) = gv(λ, 0, 0) = −θ +
mλ

1 + λ
= 0.

(10)

Con el fin de resolver (9) con las condiciones de Neumann (6) y (7), se considera el problema espectral{
−∆φ = µφ; x = (x, y) ∈ Ω,
∂φ
∂η (x) = ∇φ · η = 0; x ∈ ∂Ω.

(11)

donde Ω = (0, ℓπ) × (0, ℓπ) , ℓ ∈ R+. La solución de (11) equivale a determinar los valores propios µ y las
correspondientes autofunciones del operador −∆ bajo condiciones homogéneas de Neumann. En particular , para

cada n,m ∈ N0, φ(x, y) = cos
(nx

ℓ

)
cos

(my

ℓ

)
es una autofunción asociada al valor propio µ =

n2

ℓ2
+

m2

ℓ2
. Usando

esta base de autofunciones, el operador lineal L(λ) puede descomponerse en una familia de operadores matriciales

parametrizados por (n,m). Más precisamente, q = cos
(n
ℓ
x
)
cos

(m
ℓ
y
)(

anm
bnm

)
es un auto función de L(λ)

asociado a un valor propio α, si y sólo si

(
anm
bnm

)
es vector propio de Ln,m(λ) asociado al mismo valor propio α,

donde

Ln,m(λ) :=

 A(λ)− d1

(
n2

ℓ2
+

m2

ℓ2

)
B(λ)

C(λ) D(λ)− d2

(
n2

ℓ2
+

m2

ℓ2

)
 . (12)

De forma análoga, si se considera soluciones de la forma

u(x, y, t) = anm(t) cos
(nx

ℓ

)
cos

(my

ℓ

)
y v(x, y, t) = bnm(t) cos

(nx
ℓ

)
cos

(my

ℓ

)
,

entonces (u, v) satisfacen (9), si y sólo si

(
anm(t)
bnm(t)

)
satisfacen el sistema lineal ordinario

d

dt

(
an,m(t)
bn,m(t)

)
= Ln,m(λ)

(
anm(t)
bnm(t)

)
.

Se define el espacio de soluciones admisibles

X :=

{
(u, v) ∈ H2(Ω)×H2(Ω) :

(
∂u

∂ηηη
,
∂v

∂ηηη

)
= 0 en ∂Ω

}
.

Por otro lado,
β2 − Tn,m(λ)β +Dn,m(λ) = 0; n,m ∈ N0, (13)

es la ecuación caracteŕıstica de Ln,m(λ) donde Tn,m(λ) = Tr(Ln,m(λ)) y Dn,m(λ) = Det(Ln,m(λ)), con valores
propios

β =
Tn,m(λ)

2
±

√
T 2
n,m(λ)− 4Dn,m(λ)

2
= αn,m (λ)± i ωn,m (λ) ,

tales que

αn,m (λ) =
Tn,m(λ)

2
; ωn,m (λ) =

√
Dn,m(λ)− α2

n,m (λ∗) . (14)
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Tn,m(λ) = A(λ) +D(λ)− (d1 + d2)

(
n2

ℓ2
+

m2

ℓ2

)

Dn,m(λ) =

[
A(λ)− d1

(
n2

ℓ2
+

m2

ℓ2

)][
D(λ)− d2

(
n2

ℓ2
+

m2

ℓ2

)]
−B(λ)C(λ).

Usando los resultados de (10) se sigue

Tn,m(λ) =
λ(k − 2λ− 1)

k(1 + λ)
− (d1 + d2)

(
n2

ℓ2
+

m2

ℓ2

)
,

Dn,m(λ) =
θ(k − λ)

k(1 + λ)
− d2λ(k − 2λ− 1)

k(1 + λ)

(
n2

ℓ2
+

m2

ℓ2

)
+ d1d2

(
n2

ℓ2
+

m2

ℓ2

)2

.

(15)

Con el fin de estudiar la ocurrencia de la bifurcación de Hopf, se supone la hipótesis. (H1) Existe una vecindad

V de λ∗ tal que, para todo λ ∈ V , el operador L(λ) posee un único par de valores propios complejos conjugados,
simples y diferenciables respecto a λ, denotados por α(λ)± iω(λ), que satisfacen

α(λ∗) = 0, ω(λ∗) = ω0 > 0, α′(λ∗) ̸= 0,

además, todos los demás valores propios de L(λ) tienen parte real no nula, y se identifican los valores de λ∗ que
cumplen (H1). Esta hipótesis es equivalente a la existencia de n,m ∈ N0 tal que

Tn,m(λ∗) = 0, Dn,m(λ∗) > 0, Tj,k(λ
∗) ̸= 0, Dj,k(λ

∗) ̸= 0 ∀ j, k ∈ N0 : j2 + k2 ̸= n2 +m2. (16)

y para el único par de valores propios complejos puros se cumple la transversabilidad:

α′(λ∗) ̸= 0. (17)

Ahora de (15), se tiene que, para todo λ ∈
(
k−1
2 , k − 1

)
,

Tn,m(λ) < 0 y Dn,m(λ) > 0.

Por consiguiente, el estado estacionario E2(λ, vλ) es localmente asintóticamente estable. En particular, el punto de
bifurcación de Hopf λ∗ que satisface la condición (H1) debe encontrarse en el intervalo(

0,
k − 1

2

]
.

Además,

α(λ) =
1

2

[
A(λ)− (d1 + d2)

(
n2

ℓ2
+

m2

ℓ2

)]
, α′(λ) =

1

2
A′(λ),

Por otro lado, dado que

A(λ) =
λ(k − 2λ− 1)

k(1 + λ)
,

se obtiene

A′(λ) =
k − 1− 4λ− 2λ2

k(1 + λ)2
.

Para determinar el signo de A′(λ), se analiza el polinomio

φ(λ) = −2λ2 − 4λ+ k − 1,

cuyas ráıces están dadas por

λ1,2 =
4±

√
16 + 8(k − 1)

−4
= −1±

√
k + 1

2
.

Si se considera

λ̂ = −1 +

√
k + 1

2
,
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y dado que k > 1, se verifica que λ̂ ∈
(
0, k−1

2

)
y α′(λ̂) = 0, luego

α′(λ)

{
> 0, 0 < λ < λ̂,

< 0, λ̂ < λ,

aśı, tanto A(λ) como α(λ) alcanza su valor máximo en λ̂. Dado que λ̂ es la ráız positiva de −2λ2− 4λ+ k− 1 = 0,

se cumple entonces k − 1− 2λ̂ = 2λ̂(1 + λ̂) y

A(λ̂) =
λ̂(k − 2λ̂− 1)

k(1 + λ̂)
=

2λ̂2(1 + λ̂)

k(1 + λ̂)
=

2λ̂2

k
= M, M =

(
√
k + 1−

√
2)2

k
.

En consecuencia, α(λ) también alcanza su valor máximo en λ̂ con

α(λ̂) =
1

2

[
M− (d1 + d2)

(
n2

ℓ2
+

m2

ℓ2

)]
.

Finalmente, si para algún λ∗ ∈
(
0, k−1

2

]
se satisface la condición (H1), entonces α(λ

∗) = 0 y

α′(λ∗)

{
> 0, 0 < λ∗ < λ̂,

< 0, λ̂ < λ∗ ≤ (k − 1)/2.

Observe que para todo λ∗ ̸= λ̂ cumple (17).

Cuando λ̂ < λ∗ < (k − 1)/2, la parte real de un par de autovalores complejos de L(λ) se vuelve positiva al

disminuir λ al cruzar λ∗. En cambio, si 0 < λ∗ < λ̂, dicha parte real se vuelve negativa cuando λ disminuye al

cruzar λ∗. Esto significa que, en el intervalo
(
λ̂, k−1

2

)
, el estado estacionario constante pierde estabilidad al cruzar

un punto de bifurcación al decrecer λ, mientras que en
(
0, λ̂

)
la estabilidad se recupera bajo el mismo cambio de

parámetro. A partir de esta discusión, la determinación de los puntos de bifurcación de Hopf se reduce a describir
el conjunto

Λ :=

{
λ ∈

(
0,

k − 1

2

]
\ {λ̂} : existe n,m ∈ N0 que satisface (16)

}
,

donde los parámetros (ℓ, d1, d2, θ, k) son dados. En adelante, fijamos d1, d2, θ > 0 y k > 1, y permitimos elegir ℓ
convenientemente.

El punto λ∗
H = (k − 1)/2 pertenece a Λ para cualquier ℓ > 0, ya que

T0,0(λ
∗
H) = 0, Tj,k(λ

∗
H) ̸= 0 (< 0) para todo j, k ∈ N0, j2 + k2 ̸= 0,

y además Dj,k(λ
∗
H) > 0 para todo j, k ∈ N0. Este valor corresponde a la clásica bifurcación de Hopf asociada a la

solución periódica espacialmente homogénea, conocida del análisis del sistema ODE. En particular, λ∗
H es el único

valor de bifurcación de Hopf para soluciones homogéneas para cualquier ℓ > 0.

Para las bifurcaciones de Hopf espacialmente no homogéneas para cada (n,m) ∈ N2
0, se comienza por observar

que A(0) = A(λ∗
H) = 0, A(λ) > 0 en (0, λ∗

H) y A(λ) posee un único punto cŕıtico en λ = λ̂ ∈
(
0, k−1

2

)
donde alcanza

el máximo local

A(λ̂) =
2λ̂2

k
= M =

(
√
k + 1−

√
2)2

k
.

En el plano λ–y, la curva y = A(λ) corta a la recta

y = (d1 + d2)

(
n2

ℓ2
+

m2

ℓ2

)
en dos puntos dentro del intervalo

(
0, k−1

2

)
, a saber λ+

n,m y λ−
n,m, siempre que

(d1 + d2)

(
n2

ℓ2
+

m2

ℓ2

)
< M.
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Sea

ℓc =

√
d1 + d2
M

=

√
k(d1 + d2)√
k + 1−

√
2
.

Si ℓ ≤ ℓc, entonces el único punto de bifurcación de Hopf es λ∗
H .

Si ℓ > ℓc, existen valores λ+
j,k y λ−

j,k, con (j, k) ∈ N2
0 y 1 ≤ j2 + k2 ≤ n2 +m2,

donde n2 + m2 es el mayor entero estrictamente menor que (ℓ/ℓc)
2
, tales que para cada (s, t), (j, k) ∈ N2

0 con
1 ≤ s2 + t2 < j2 + k2 ≤ n2 +m2 se cumple:

0 < λ−
s,t < λ−

j,k < λ̂ < λ+
j,k < λ+

s,t < λ∗
H .

y

Tj,k(λ
±
j,k) = 0, Ts,t(λ

±
j,k) ̸= 0.

Dado que Dn,m > 0 en
[
0, k−1

2

]
, puesto que

Dn,m(λ) =
θ(k − λ)

k(1 + λ)
− d2A(λ)

(
n2

ℓ2
+

m2

ℓ2

)
+ d1d2

(
n2

ℓ2
+

m2

ℓ2

)2

,

en
[
0, k−1

2

]
se tiene k−λ

1+λ ≥ 1 y A(λ) ≤ M, por tanto

Dn,m(λ) ≥ θ

k
− d2M

(
n2

ℓ2
+

m2

ℓ2

)
+ d1d2

(
n2

ℓ2
+

m2

ℓ2

)2

.

esta expresión se puede ver como una parábola con respecto

(
n2

ℓ2
+

m2

ℓ2

)
, y es positiva si su discriminante es

negativo, esto es,

(d2M)2 − 4d1d2
θ

k
< 0 ⇔ d1

d2
>

(
√
k + 1−

√
2)4

4θk
.

De este análisis se obtiene el siguiente resultado.

Teorema. Supongamos que d1, d2, θ > 0 y k > 1 satisfacen

d1
d2

>
(
√
k + 1−

√
2)4

4θk
.

y sea

ℓc =

√
k(d1 + d2)√
k + 1−

√
2
.

Si ℓ > ℓc, existen valores λ+
j,k y λ−

j,k en
(
0, k−1

2

)
con (j, k) ∈ N2

0 y 1 ≤ j2+k2 ≤ n2+m2, donde n2+m2 es el mayor

entero estrictamente menor que (ℓ/ℓc)
2
, tales que para cada (s, t), (j, k) ∈ N2

0 con 1 ≤ s2 + t2 < j2 + k2 ≤ n2 +m2

se cumple:

0 < λ−
s,t < λ−

j,k < λ̂ < λ+
j,k < λ+

s,t < λ∗
H ,

Tj,k(λ
±
j,k) = 0, Ts,t(λ

±
j,k) ̸= 0 y Dj,k(λ

±
j,k) > 0, Ds,t(λ

±
j,k) ̸= 0.

Con los resultados obtenidos y teniendo en cuenta la transversalidad: α′
j,k(λ

±
j,k) ̸= 0, se concluye que nuestro

modelo admite bifurcación de Hopf.

En forma general, el sistema (8) puede escribirse:

dU

dt
= L(λ∗)U + Fλ∗(U) (18)

7



donde

L ((λ∗) =

(
d1∆+A(λ∗) B(λ∗)

C(λ∗) d2∆+D(λ∗)

)
,

Fλ∗(U) =

(
f (λ∗, u, v)−A (λ∗)u−B (λ∗) v
g (λ∗, u, v)− C (λ∗)u−D (λ∗) v

)
; U =

(
u
v

)
.

El operador adjunto de L(λ∗) es:

L∗ (λ∗) :=

(
d1∆+A(λ∗) C(λ∗)

B(λ∗) d2∆+D(λ∗)

)
,

esto es, ⟨U,L(λ∗)V ⟩ = ⟨L∗λ∗)U, V ⟩ ; ∀U, V enX, donde

⟨U, V ⟩ =
ℓπ∫
0

ℓπ∫
0

(ū1v1 + ū2v2) dxdy.

Con λ∗ = λ∗
n,m y tiendo en cuenta:

1. q = cos
(nx

ℓ

)
cos

(my

ℓ

)(
anm
bnm

)
es auto-función de L(λ∗) asociada a iωn,m(λ∗) = iω0 y

q∗ = cos
(nx

ℓ

)
cos

(my

ℓ

)(
a∗nm
b∗nm

)
es auto-función de L∗(λ∗) asociada a −iωn,m(λ∗) = −iω0.

2. ⟨q∗, q⟩ = 1 y ⟨q∗, q̄⟩ = 0, con an,m, a∗n,m, bn,m, b∗n,m ∈ C.

3. X = Xc ⊕Xs, es la descomposición de X donde

Xc := {zq + z̄q̄ : z ∈ C} ; Xs := {r ∈ X : ⟨q∗, r⟩ = 0} ,

U = zq + z̄q̄ + r, ⟨q∗, U⟩ = z, r = U − ⟨q∗, U⟩ q − ⟨q̄∗, U⟩ q̄

entonces el sistema (18) se transforma en 
dz

dt
= iω0z + ⟨q∗, Fλ∗ (U)⟩

dr

dt
= L (λ∗) r +H(z, z̄, r).

(19)

donde
H(z, z̄, r) = Fλ∗ (U)− ⟨q∗, Fλ∗ (U)⟩q − ⟨q̄∗, Fλ∗ (U)⟩q̄

y
Fλ∗ (U) = Fλ∗ (zq + z̄q̄ + r) .

Supongamos que la función Fλ∗(U) = F (λ∗, U) se puede escribir como

Fλ∗ (U) = 1
2B(U,U) + 1

6C (U,U, U) + o
(
∥U∥4

)
,

B(q, q) = Bqq = cos2
(
nx
ℓ

)
cos2

(
my
ℓ

)( cnm
dnm

)
B(q, q̄) = Bqq̄ = cos2

(
nx
ℓ

)
cos2

(
my
ℓ

)( enm
fnm

)
C(q, q, q̄) = Cqqq̄ = cos3

(
nx
ℓ

)
cos3

(
my
ℓ

)( gnm
hnm

)
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donde
cnm = fuua

2
nm + 2fuvanmbnm + fvvb

2
nm

dnm = guua
2
nm + 2guvanmbnm + gvvb

2
nm

enm = fuu |anm|2 + fuv
(
anmb̄nm + ānmbnm

)
+ fvv |bnm|2

fnm = guu |anm|2 + guv
(
anmb̄nm + ānbnm

)
+ gvv |bnm|2

gnm = fuuu |anm|2 an + fuuv

(
2 |anm|2 bn + a2nmb̄nm

)
+fuvv

(
2 |bnm|2 anm + b2nmānm

)
+ fvvv |bnm|2 bnm

hnm = guuu |anm|2 anm + guuv

(
2 |anm|2 bnm + a2nmb̄nm

)
+guvv

(
2 |bnm|2 anm + b2nmānm

)
+ gvvv |bnm|2 bnm

y  H20 = Bqq − ⟨q∗, Bqq⟩q − ⟨q̄∗, Bqq⟩q̄,
H11 = Bqq̄ − ⟨q∗, Bqq̄⟩q − ⟨q̄∗, Bqq̄⟩q̄,
H02 = B

q̄q̄
− ⟨q∗, Bq̄q̄⟩q − ⟨q̄∗, Bq̄q̄⟩q̄.

El sistema (19) posee una variedad central en 0:

W c(0) = {(z, z, r) : r = V (z, z)},

y teniendo en cuenta la segunda en la ecuación (19), (L (λ∗)− 2iω0I) r20 = −H20

L (λ∗) r11 = −H11

(L (λ∗) + 2iω0I) r02 = −H02

Del desarrollo de Taylor de la primera ecuación de (19) se calcula el coeficiente que acompaña el término cubico de
z2z̄, llamado coeficiente de Liapunov.

Re (c1(λ
∗
H)) = Re

{
i

2ω0
⟨q∗,Bqq⟩ · ⟨q∗,Bqq̄⟩+ 1

2 ⟨q̄
∗,Cqqq̄⟩

}
= − 2

k (k + 1)
< 0

Re (c1 (λ
∗)) = Re ⟨p,Br20q⟩+ 1

2Re ⟨p,Br11q̄⟩+ 1
2Re ⟨p, Cqqq̄⟩

= 1
8

[
(ξ1R + 2η1R + 2τ1R + 4χ1R)

(
fuu + fuv

2d2|n|2
ℓ2θ + guv

)]
+ 1

8

[
(ξ1I + 2η1I + 2τ1I + 4χ1I)

(
fuu

d2|n|2
ω0ℓ2

− fuv

(
ω0

θ − d2
2|n|

4

θω0ℓ4

)
− guu

θ
ω0

− guv
d2|n|2
ℓ2ω0

)]
+ 1

8

[
fuv (ξ2R + 2η2R + 2τ2R + 4χ2R) + (ξ2I + 2η2I + 2τ2I + 4χ2I)

(
fuv

d2|n|2
ω0ℓ2

− guv
θ
ω0

)]
+ 1

16

[(
ξ̃1 + 2η̃1 + 2τ̃1 + 4χ̃1

)(
fuu + fuv

2d2|n|2
ℓ2θ − guv

)]
+ 1

16

[(
ξ̃2 + 2η̃2 + 2τ̃2 + 4χ̃2

)
fuv

]
+ 9

64

[
fuuu + 2d2|n|2

ℓ2θ fuvv + guuv

]
donde los cálculos de las variables

ξ1R, ξ1I , ξ2R, ξ2I , η1R, η1I , η2R, η2I , τ1R, τ1I , τ2R, τ2I , η1R, η1I , η2R, η2I , χ1R, χ1I , χ2R, χ2I , ξ̃1, ξ̃2, η̃1, η̃2, τ̃1, τ̃2, χ̃1, χ̃2,

se encuentran en el extenso.

La bifurcación de Hopf es supercŕıtica si

1

α′
j,k(λ

±
j,k)

Re(c1(λ
±
j,k)) < 0.
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La bifurcación de Hopf es subcŕıtica si
1

α′
j,k(λ

±
j,k)

Re(c1(λ
±
j,k)) > 0.

Simulación numérica

Utilizamos varias simulaciones numéricas para ilustrar y complementar nuestros resultados anaĺıticos. Las sim-
ulaciones se generan mediante el solucionador pdepe de Matlab, el cual resuelve problemas de valor inicial y de
frontera para ecuaciones diferenciales parciales parabólico-eĺıpticas en una dimensión espacial. Hemos identificado
valores cŕıticos de los parámetros para el sistema (3), en particular, λ∗ = λ∗

H = k−1
2 . Este es el primer punto de

bifurcación de Hopf.

Para el caso n = 0, los resultados coinciden con los correspondientes al sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO) asociado al modelo (3). Esta versión del sistema (4) involucra tres parámetros: k, m y θ. En
primer lugar, elegimos los parámetros k = 3, m = 1.2, θ = 0.6, los cuales producen λ = θ

m−θ = 1. En este caso,

el valor de bifurcación de Hopf es λ∗
H = k−1

2 = 1. La solución de equilibrio E(λ, vλ) es localmente asintóticamente
estable.

Figure 1: Simulación numérica de la versión EDO del sistema (4). Se consideran los parámetros k = 3, m = 1.2 y
θ = 0.6, con condición inicial (u(0), v(0)) = (1.2, 1.2). La solución de equilibrio E(1, 1.1) es asintóticamente estable.

Ahora, al considerar el caso n = (n, 0), los resultados obtenidos para los sistemas (3) o (5) coinciden con los re-
portados en [3], tanto para n ̸= 0 como para n = 0, en el dominio espacial dado por el segmento de recta Ω = (0, ℓπ).
De manera similar, para el caso n = (0,m), también se obtienen resultados análogos a los presentados en [3].

Por otra parte, nuestro modelo de EDP (3) o (5) involucra los parámetros k, θ, m, d1, d2, ℓ. Es posible elegir
el parámetro de longitud ℓ de tal forma que ocurran varios puntos de bifurcación estacionaria asociados a valores
cŕıticos λ∗ que satisfacen λ∗ ∈

(
0, k−1

2

]
. Si n = 1 y escogemos ℓ = 4.2, junto con los valores de los parámetros

k = 3, m = 2.22, θ = 0.6, d1 = d2 = 1, entonces obtenemos λ = λ∗ = 0.36.

10



Figure 2: Simulación numérica del sistema (3) o (5): (izquierda) u(x, t); (derecha) v(x, t). Parámetros: (n,m) =
(1, 0), ℓ = 4.2, k = 3, d1 = d2 = 1, m = 2.22 y θ = 0.6. Condición inicial:

(
u0(x), v0(x)

)
=

(
4 + 0.2 cos(πxℓπ ), 3 +

0.2 sin(πxℓπ )
)
. El punto de equilibrio espacialmente no homogéneo es E = (0.36, 0.54).

Figure 3: Simulación numérica del sistema (3) o (5): (izquierda) u(x, t); (derecha) v(x, t). Parámetros: (n,m) =
(1, 0), ℓ = 4.2, k = 3, d1 = d2 = 1, m = 2.22 y θ = 0.6. Condición inicial:

(
u0(x), v0(x)

)
=

(
0.4 + 0.2 cos(πxℓπ ), 0.3 +

0.2 sin(πxℓπ )
)
. El equilibrio espacialmente no homogéneo E = (0.36, 0.54) es asintóticamente inestable.

Figure 4: Simulación numérica del sistema (3) o (5): (izquierda) u(x, t); (derecha) v(x, t). Parámetros: (n,m) =
(1, 1), ℓ = 8, k = 3, d1 = d2 = 1, m = 5.63 y θ = 0.6. Condición inicial:

(
u0(x), v0(x)

)
=

(
3 + 0.2 cos(πxℓπ ), 3 +

0.2 sin(πxℓπ )
)
. El punto de equilibrio espacialmente no homogéneo es E = (0.11, 0.19).
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Figure 5: Simulación numérica del sistema (3) o (5): (izquierda) u(x, t); (derecha) v(x, t). Parámetros: (n,m) =
(1, 1), ℓ = 8, k = 3, d1 = d2 = 1, m = 5.63 y θ = 0.6. Condición inicial:

(
u0(x), v0(x)

)
=

(
0.2 + 0.2 cos(πxℓπ ), 0.2 +

0.2 sin(πxℓπ )
)
. El equilibrio espacialmente no homogéneo E = (0.11, 0.19) es asintóticamente inestable.
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