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Los modelos presa-predador con difusién constituyen una herramienta fundamental para el estudio de fenémenos
espacio-temporales en ecologia matematica. Entre ellos, el modelo de Rosenzweig-MacArthur con respuesta fun-
cional de Holling tipo II ha sido ampliamente utilizado para describir procesos de coexistencia, oscilaciones pobla-
cionales y formacién de patrones espaciales.

En este trabajo consideramos el sistema de reaccion-difusién

up — di1Au = u(lf%)—zlj_‘f, reN,t>0,
vy — dpAv = —fv + 2 e, t>0, (1)
Opu=0,w = 0 z €N, t>0,

u(z,0) = uo(z) 20, v(x,0) =vo(z) 20, zef

sujeto a condiciones de frontera de Neumann homogéneas en el dominio bidimensional Q = (0, ¢x) x (0, ¢7). Aqui, k
representa la capacidad de carga reescalada, 6 la tasa de mortalidad del depredador y m la intensidad de interaccién
entre las especies. Tomando A = ﬁ, como parametro de bifurcacién, estudiamos la estabilidad del equilibrio pos-

itivo de coexistencia (A, vy) con vy = W

y la aparicién de bifurcaciones de Hopf inducidas por difusion.
Nuestro trabajo estd motivado por el articulo de Yi, Wei y Shi (2009), quienes analizaron este mismo modelo en el
dominio unidimensional © = (0, ¢7), estableciendo condiciones para la ocurrencia de bifurcaciones de Hopf espaciales
y no espaciales, y determinando el signo del primer coeficiente de Lyapunov asociado a las soluciones periddicas
emergentes. El principal aporte de esta investigacion consiste en extender dichos resultados al caso bidimensional.
La transiciéon de una a dos dimensiones modifica sustancialmente la estructura espectral del operador de Laplace
con condiciones de Neumann, generando una familia més rica de modos espaciales criticos. Mediante la teoria de
bifurcacién de Hopf para ecuaciones de reaccién—difusion, reduccién al espacio central y teoria de formas normales,
obtenemos expresiones explicitas para el primer coeficiente de Lyapunov correspondiente tanto a las bifurcaciones
homogéneas como a las no homogéneas. Estos resultados permiten determinar la direccién de la bifurcacién y
la estabilidad de las érbitas peridédicas emergentes para cada modo espacial critico. En consecuencia, se obtiene
una generalizacion de los criterios desarrollados por Yi, Wei y Shi al contexto bidimensional, proporcionando una
descripcién mas completa de la dindmica oscilatoria inducida por difusién. Finalmente, simulaciones numéricas
corroboran las predicciones tedricas y muestran la aparicién de patrones espacio-temporales consistentes con el
andlisis analitico realizado.



Introduccion

Los modelos presa—depredador con difusién constituyen una herramienta fundamental para el estudio de la
dindmica espacio-temporal de poblaciones bioldgicas. La incorporacion de mecanismos de difusién permite de-
scribir la dispersién de las especies en el hdbitat y analizar fenémenos complejos como la formacion de patrones
espaciales, ondas de propagacién y procesos de autoorganizacién. Entre los modelos més estudiados se encuentra el
modelo de Rosenzweig—MacArthur con respuesta funcional de Holling tipo II, ampliamente utilizado para describir
la saturacién del depredador en sistemas ecoldgicos reales [11, 12]. La dindmica de estos sistemas estd estrechamente
relacionada con las bifurcaciones de Hopf, las cuales describen la transiciéon desde estados estacionarios hacia solu-
ciones periddicas. En presencia de difusién, la interaccién entre la estructura espectral del operador de Laplace
y la dindmica local puede generar oscilaciones espacialmente heterogéneas y patrones espacio-temporales de gran
complejidad. En [3], los autores estudiaron un modelo presa—depredador con difusién, condiciones de frontera de
Neumann y respuesta funcional de Holling tipo IT en un dominio unidimensional. Mediante un analisis de bifurcacién
de Hopf demostraron la existencia de multiples valores criticos asociados a distintos modos espaciales, a partir de los
cuales emergen soluciones periédicas no homogéneas. Sin embargo, dicho estudio se restringe al caso unidimensional.

Motivados por esta limitacién, en el presente trabajo extendemos los resultados de [3] al dominio bidimensional
Q= (0,41) x (0,¢n), (R,

sujeto a condiciones de frontera de Neumann homogéneas. El paso de una dimensién a dos dimensiones enriquece
significativamente la estructura espectral del operador de difusién y permite la aparicion de nuevos modos espaciales
y patrones dindmicos ausentes en el caso unidimensional. Adaptando el procedimiento analitico desarrollado en [3],
determinamos la estabilidad del equilibrio positivo y calculamos el primer coeficiente de Lyapunov asociado a cada
modo espacial. Los resultados obtenidos generalizan los criterios de estabilidad y la caracterizacién de la bifurcacién
de Hopf al contexto bidimensional. Ademaés, simulaciones numéricas de las ecuaciones diferenciales parciales mues-
tran una excelente concordancia con las predicciones tedricas y permiten visualizar la dindmica espacio—temporal
del sistema.

Consideramos el sistema presa—depredador con difusién y condiciones de Neumann

Uy—di AU = AU (1-%) - 8%, TEQ, >0,
V,—d:AV = —DV + EUZ TEN t>0, @)
oU=0,V = 0 x €08, t>0,

U(z,0) =Up(z) >0, V(x,0)=Vy(z) >0, ze€.

donde Q = (0,¢r) x (0,¢r), £ > 0, es un dominio acotado de R? con frontera suave 9). Las funciones U(z,y,t)
y V(x,y,t) representan las densidades de presa y depredador, respectivamente; di,ds > 0 son los coeficientes de
difusién, mientras que A, B,C, D, E, N > 0 corresponden a los pardmetros biol6gicos del modelo de Rosenzweig—
MacArthur. Las condiciones de Neumann describen un sistema cerrado sin flujo a través de la frontera. Para
reducir el nimero de parametros introducimos la transformaciéon adimensional

U B ,

S:At, Uza, 'U:ﬁ‘/, di:Aile‘, i:1,2,
y definimos
N E D
k=— = — 0=—.
c "Ta A
Renombrando las variables obtenemos el sistema
uy — di1Au = u(l—%)—’;ﬁf;’, e, t>0,
v —deAv = —fv+ TN zeN,t>0, (3)
Opu=0pv = 0 x €0Q,t>0,

u(z,0) = up(z) >0, v(z,0)=vo(x) >0, ze€.

Aqui, k es la capacidad de carga reescalada, 6 la tasa de mortalidad del depredador y m la intensidad de inter-
accién entre especies. El sistema ODE asociado a (3) posee un ciclo limite dnico relacionado con la paradoja del
enriquecimiento. Sin embargo, la incorporacién de difusién genera dindmicas espaciales més complejas. Aunque
se conocen resultados sobre estabilidad y formacién de patrones, la estructura de las bifurcaciones inducidas por



difusién permanece sélo parcialmente comprendida. Aunque existen resultados que garantizan la estabilidad de
estados estacionarios y la apariciéon de patrones complejos observados numéricamente, la estructura tedrica de las
bifurcaciones inducidas por la difusién ain no estd completamente caracterizada. En particular, la comprensién de
los mecanismos que conducen a la pérdida de estabilidad de los estados de coexistencia requiere examinar previa-
mente la dindmica del sistema homogéneo asociado. Al eliminar los términos difusivos en (3) se obtiene el sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias dado por

{M=UO—@—$%

r_ muv
v = 9v—|—u+1.

(4)

Los sistemas (3) y (4) poseen tres equilibrios no negativos: el trivial Ey = (0,0), el semi-trivial By = (k,0) y el
equilibrio de coexistencia Fy = (A, v)), donde
\_ 0 7 v}\:(kf)\)(le)\)'
m— 6 km

La existencia bioldgica de Es requiere que 0 < A < k. El andlisis lineal del sistema (4) muestra que Fy es siempre un
punto de silla. Ademds, si m < 6 (equivalentemente, A < 0), entonces E; es un punto de silla y Es no es admisible
biolégicamente. Cuando 6 < m < 6(k +1)/k (es decir, 0 < k < A), el equilibrio E; es localmente asintéticamente
estable mientras que Es carece de significado biolégico al verificarse vy < 0. Finalmente, si m > 6(k +1)/k (equiv-
alentemente, 0 < A < k), entonces E; es un punto de silla y el equilibrio de coexistencia Es resulta biolégicamente
relevante. FEn lo que sigue, se establecen condiciones que garantizan la estabilidad global de Fy y Es.

Teorema. Sik < A (equivalentemente, m < 6(k+ 1)/k), entonces E;(k,0) es globalmente asintéticamente estable;
es decir, Eq(k,0) atrae toda solucién positiva de (3).

Teorema. Si0 < k < 1,0bien k > 1 con k—1 < X < k, entonces la solucién constante positiva Ea(A,vy) es
globalmente asintéticamente estable; es decir, Eo(\, vy) atrae a toda solucién positiva de (3).

Debido a la estabilidad global establecida en el teorema anterior, en lo sucesivo suponemos k > 1 y restringimos
el andlisis al intervalo 0 < A < k — 1. En torno al equilibrio E3(A,vy), introducimos el cambio de variables
U=1u—\0U=uv—w)y, por simplicidad, seguimos denotando las nuevas variables por v y v. Entonces, el sistema
(3) se transforma en
diAu + f(u,v) (x,y) € Q,t>0,

o (5)
ve = daAv+ g(u,v) (x,y) €, t>0,
donde (A wton)
fluw) = (u+A) (1 - 52) — meomgmien)
glu,v) = —0(v+wvy)+ 7“1(“:3\&?”),
con
u(x7yv0) :’LLO(J?,Z/) _>\7 U(xvyao) :Uo(ﬂf,y) — U, (xvy) S Qa (6)
Y 0 0
u v
—=—=0 o, t> 0. 7
o0 o = (z,y) €09, 1> (7)

Dado que el punto critico de estudio Fs se ha trasladado al origen, el sistema Reaccién-Difusién (5) toma la forma:

w= diAu+ f(\u,v), (8)
Uy = dgA’U + g ()‘7 U, ’U) ’

y su linealizacién en el punto de equilibrio (A, 0,0) viene dada por:

(v)=zo( ). )

GA+ AR BO
L= ( C(\)  doA+ D) )

donde,



Ak —22—1
I
mA
B()\) == fv(()\, O, 0) = m = —87
(10)
E—A
CA) = gu(A0,0) = FAEN
m\
Con el fin de resolver (9) con las condiciones de Neumann (6) y (7), se considera el problema espectral
—Ap = pp; x=(z,y) € Q, (11)
g—z‘;(x):V@W:O; x € 09.

donde Q = (0,¢m) x (0,4n), ¢ € R*. La solucién de (11) equivale a determinar los valores propios p y las

correspondientes autofunciones del operador —A bajo condiciones homogéneas de Neumann. En particular , para
2 2

cada n,m € Ny, ¢(x,y) = cos (%) cos (%) es una autofuncién asociada al valor propio p = 7 + % Usando

esta base de autofunciones, el operador lineal L(\) puede descomponerse en una familia de operadores matriciales

n m
parametrizados por (n,m). M4és precisamente, ¢ = cos (Zx) cos <?y> ( an ) es un auto funcién de L(\)
nm

asociado a un valor propio a, si y sélo si ( Z"m ) es vector propio de L, ,(A) asociado al mismo valor propio «,
donde
2 2
AN — d; (’22 + Z@) B(\)
Ln,m(/\) - n2 m2 (12)
C(N) D(\) —dy (42 + 7z )
De forma analoga, si se considera soluciones de la forma
u(x,y,t) = anm(t) cos (E) cos (@) y v(z,y,t) = bpm(t) cos (@) cos <@> ,
14 4 4 L
entonces (u, v) satisfacen (9), si y sélo si ( ang)) > satisfacen el sistema lineal ordinario
d [ apm(t) A (1) )
— ' = Lpm(A .
i () ) =m0 ()
Se define el espacio de soluciones admisibles
ou 0
X = {(M) € H2(Q) x HX(Q) : (6:; a:;) =0 en 89}.
Por otro lado,
B2 = Tom(NB + Dpm(X) = 0; n,m € N, (13)

es la ecuacién caracteristica de L,, ,,(A\) donde T, 1 (A) = Tr(Lym(N) ¥ Dinm(X) = Det(Ly m(N)), con valores
propios

_ Tn,m(A) + \/T%,m(/\) - 4Dn,m(>\)
2

5 2

= On,m ()\) + iwn,m ()\) y

tales que

;o Wnom ()\) = \/Dn,m(A) - O‘%,m (/\*) : (14)



=

B

=
I

TL2 m2

Dom(\) = [A()\) —dy (’Z + ng)} [D(A) —dy (Zj + TZ;)} — B)C(N).

Usando los resultados de (10) se sigue

Mk =2X-1) n? m?
Tam(N) = B (dy + da) <€2 + 7 )
2 (15)
o 0(k—X)  doAk—2X—1) (n® m? n? m?
Dnm) = 1370 ity \etE)thdk Eta )

Con el fin de estudiar la ocurrencia de la bifurcacién de Hopf, se supone la hipétesis. (H;) Existe una vecindad

V de \* tal que, para todo A € V, el operador L()) posee un unico par de valores propios complejos conjugados,
simples y diferenciables respecto a A, denotados por a(A) £ iw(\), que satisfacen

a(A) =0,  w\)=w >0, (\)#0,

ademds, todos los demds valores propios de L(\) tienen parte real no nula, y se identifican los valores de A* que
cumplen (Hy). Esta hipdtesis es equivalente a la existencia de n,m € Ny tal que

Tom(A\) =0, Dpm(N\) >0, Tjp(\)#0, Djr(\)#0 Vi keNy: j2+k*#n”+m? (16)
y para el tinico par de valores propios complejos puros se cumple la transversabilidad:
o' (\*) #0. (17)
Ahora de (15), se tiene que, para todo \ € (%, k— 1)7
Tom(A) <0y Dpm(A)>0.

Por consiguiente, el estado estacionario E2(), vy) es localmente asintticamente estable. En particular, el punto de
bifurcacién de Hopf A* que satisface la condicién (H;) debe encontrarse en el intervalo

o)

Ademas,
1 n? m? 1
a(d) =5 {A()\) — (dy + dg) <52 + e?)} . ad'(\) = 5A’(/\),
Por otro lado, dado que
Mk —=2X-1)
AN = ————F—~
) E(1+X)

se obtiene )

A\ = kE—1—4X\—2X

k(1 + M)

Para determinar el signo de A’()), se analiza el polinomio
o(\) = =202 — 4 + k-1,

cuyas raices estan dadas por

44+ 4/16+8(k—1 k+1
A2 = 74( ):—111/72 )

< k+1
N= 144/
5

Si se considera



y dado que k > 1, se verifica que N (0, %) v a'(X) =0, luego

, {>0, 0<A<A,
o (A

<0, A<,

asi, tanto A(A) como «(\) alcanza su valor méximo en X. Dado que X es la rafz positiva de —2X2—4\+k—1 =0,
se cumple entonces k—1—2X=2X(1+ )y

< AE-2X—1)  2X2(1+A)  2X2 (VE+1-+v2)?

AN = = — —_— =M, M=-—
¥ k(14X k(14 ) k k
En consecuencia, a(\) también alcanza su valor méximo en X con
~ 1 n? m?
Finalmente, si para algin \* € (O, %] se satisface la condicién (H;), entonces a(A*) =0y

>0, 0< A <A,
a'(\) ~
<0, A<M < (k—1)/2

Observe que para todo A* # A cumple (17).

Cuando X < \* < (k — 1)/2, la parte real de un par de autovalores complejos de L(\) se vuelve positiva al
disminuir A al cruzar A\*. En cambio, si 0 < A\* < A, dicha parte real se vuelve negativa cuando A disminuye al

cruzar \*. Esto significa que, en el intervalo (:\\7 %), el estado estacionario constante pierde estabilidad al cruzar

un punto de bifurcacién al decrecer A, mientras que en (O, :\\> la estabilidad se recupera bajo el mismo cambio de

parametro. A partir de esta discusién, la determinacién de los puntos de bifurcacién de Hopf se reduce a describir
el conjunto

kE—1 ~
A= {)\ € (O, 2] \ {A} : existe n,m € Ny que satisface (16)} ,
donde los pardmetros (¢,d;,ds,0,k) son dados. En adelante, fijamos dy,d2,0 > 0y k > 1, y permitimos elegir ¢
convenientemente.

El punto \§; = (k — 1)/2 pertenece a A para cualquier ¢ > 0, ya que
Too(N\5) =0,  Tje(Xy) #0(<0) paratodo j keNy, j2+k*#0,

y ademés D; ,(Xj;) > 0 para todo j,k € Ny. Este valor corresponde a la clasica bifurcacién de Hopf asociada a la
solucién periédica espacialmente homogénea, conocida del andlisis del sistema ODE. En particular, A}; es el tnico
valor de bifurcaciéon de Hopf para soluciones homogéneas para cualquier £ > 0.

Para las bifurcaciones de Hopf espacialmente no homogéneas para cada (n,m) € N3, se comienza por observar

que A(0) = A(X;) =0, A(X) > 0 en (0,A}) y A(A) posee un tinico punto critico en A = A € (0, 551) donde alcanza

el maximo local N
~ 2\ VEk+1—+/2)?
AN =2 =M= M
k k
En el plano Ay, la curva y = A()) corta a la recta

n?  m?
y = (d1+dz) (€2+€2>

en dos puntos dentro del intervalo (07 %), asaber Ay A, ., siempre que

2 m2

(d1 + d2) <Z2 + 22) < M.



Sea

dy + da _ \/k(d1+d2)
M VE+T -2

Si ¢ < {., entonces el tinico punto de bifurcacién de Hopf es A};.

0 =

Si € > L., existen valores A, y A, con (j,k) € Ng y 1 < j2 + k% <n? +m?,

donde n% + m? es el mayor entero estrictamente menor que (6/&)2, tales que para cada (s,t),(j,k) € N2 con
1< 524 ¢2 <j2+k2 <n?4+m?se cumple:

- - N + +
0 <AL <Ap <SASATL <AD, <A

Tj,k()‘;'t,k) =0, Ts,t()‘;'%k) # 0.

Dado que D,, ,,, > 0 en [O, %], puesto que

_0k=X) n?  m? 2 m?\’
Do) = ) ~ A0 (4 ) + e (5 + )

en [O, @] se tiene 222 > 1y A(\) < M, por tanto

2 1+A
n2 m2 n2 m2 2
- M <£2+£2> dady (@ +£2> ~

2 2
s . n m - . ..
esta expresién se puede ver como una parabola con respecto <€2 + €2>, y es positiva si su discriminante es

0 di  (WEk+1-+v2)4
2 _ Z oL \WhT T Ve
(dgM) 4d1d2k <0 <& s > 10k .

negativo, esto es,

De este analisis se obtiene el siguiente resultado.

Teorema. Supongamos que di,ds,0 > 0y k > 1 satisfacen

d _ (VE+1-V2)*

dy 10k
y sea
Ry ¥ o)
Y = g
Si £ > {, existen valores A7, y A7, en (0, 551) con (4, k) € Nj y 1 < j2 +k* < n? +m?, donde n® +m? es el mayor

entero estrictamente menor que (¢/£,.)°, tales que para cada (s,t), (j, k) € N2 con 1 < s2 + 12 < j2 + k2 < n2 + m?
se cumple:

- - 3 + +
0 <AL <A A<M <AJ <Ap,

Tin(Ap) =0, Tor(A) #0 y Dijk(A\) >0, Der(A7,) #0.

Con los resultados obtenidos y teniendo en cuenta la transversalidad: a;,k()\jfk) # 0, se concluye que nuestro
modelo admite bifurcacion de Hopf.

En forma general, el sistema (8) puede escribirse:

v

= LU + B (U) (18)



donde

_ )—A
By = ( g (N u,0) = C
El operador adjunto de L(A\*) es
f ) e [ A+ AN c(A)
L) = ( B(\)  dA+ D) )
esto es, (U, L(A*)V) = (L*X\*)U,V); YU,V en X, donde

I Lm

U,V = / / (iiyor + igvs) dady.

0 0

Con \* = A}, ,, v tiendo en cuenta:

1. ¢ = cos (%) cos (@) < Crim > es auto-funcién de L(\*) asociada a iwy, m(A*) = iwg ¥

14

bnm
a
b*

nm

q* = cos (%) cos (@) ( pm ) es auto-funcién de L*(A*) asociada a —iwy, m(A*) = —iwp.

14

2. {(¢*,q) =1y {(¢*,q) =0, con Ay Aoy s Oy O3y € €

3. X = X°@ X7, es la descomposicién de X donde

XC::{Zq+262Z€C}; XS::{TEX:<q*7T>:O}7

U:Zq+2(j+?", <q*aU>:Za r:U—<q*,U>q—<q_*,U>(j

entonces el sistema (18) se transforma en

dz
s =iwpz + (¢*, Fx~ (U))
dr . .
s =L(\)r+H(z2z7r).
donde
H(z,z,7m) = Fx« (U) = (¢", Fx« (U))g — (q", Fx+ (U))q
y

F,\* (U):F)\* (zq+2¢j+r).

Supongamos que la funcién Fi«(U) = F(A\*,U) se puede escribir como

Py (U) = 3BUU)+iCOUU)+o(JU]'),

B(q,q) =By, = = cos’

—~

1) cos? (1) (o
)

B(q7 q_) qq = COS nT) CcoS (WT €nm
frm
C(g,4,7) = Cyqq = cos® (%) cos® () inm >
nm

(19)



donde

Cnm = fuua%m + 2 fuv@nmbpm + fvvb%m

dom = Guulim + 29uv@nmbum + guobi,

enm = fuu ‘anm|2 + fuw (anml;nm + dnmbnm) + fov |bnm|2
2 7 - 2

Jam = Guu |anm‘ + Guov (anmbnm + anbnm) + Guu |bnm|

Inm = fuuu |anm| an + fuuv (2 |anm| b + a2 bnm)

+fuvv (2 |bnm| Apm + bnmanm) + fvvv |bnm| bnm

hnm =  Yuuu ‘anm|2 Anm + Guuv (2 |anm|2 bnm + a%mgnm)
+guvv (2 |bnm|2 Gnm + b%mdnm) + Govv |bnm|2 bnm

y
Hag = Byy — (q*,qu>q @*’ qu>(]
Hi1 = Byg — (q", Beq)q — (7", B4q) 4
Hoz = B,, — {¢", Bgz)q — (7", Baz)q-

El sistema (19) posee una variedad central en 0:
we0) ={(z,z,r) : r=V(z,2)},
y teniendo en cuenta la segunda en la ecuacién (19),

(L ()\*) — 2zw01) Too = _H20
L ()\*) T11 = 7H11
(L ()\*) + 27,0.)0]) To2 = —H02

Del desarrollo de Taylor de la primera ecuacién de (19) se calcula el coeficiente que acompana el término cubico de
22%, llamado coeficiente de Liapunov.

Re(ei(Ni)) = Re{zh (" Buo) - (¢".Bug) + 3 (@, Cuag) |

2
= kg 0

Re (Cl (A*)) = Re <pa BT20q> + %Re <p7 BT11!§> + %Re <pa CQQ¢7> ,
= 3 [(flR +2mr +271r + 4X1R) | fuu + fuo ngzlgl + guv)
n ZIn|* n|?
+% (§II + 2771[ + 277 + 4X11) fuu dfj(Lg‘z fuv (* - (;iJOgL) guu“% — Guv d422|w(‘] >:|
+% fuv (£2R + 2772R —+ 27’2R + 4X2R) + (62[ + 27]21 + 27'2] + 4X2]) (fuv 5|12\2 — Guv f0>i|
~ nl?
+% 51 + 2771 + 271 + 4)21 (fuu + fuv 2d522‘9‘ - gu'u):|
~ 2
+% §2+2ﬁ2+27:2+4>22 fuv:| +6794 |:fuuu+2%fuvv+guuv:|

donde los calculos de las variables

&1R, &115 &2R, 215 MR» ML, M2R, W21, TIR, T1I> T2R, T2I, TRs T, M2R, M2I, X1Rs X1I, X2R> X2I, &1, &2, 71, T2, T1, T2, X1, X2,

se encuentran en el extenso.

La bifurcacién de Hopf es supercritica si



La bifurcacién de Hopf es subcritica si

1
————Re(c;(A5)) > 0.
o) o

Simulacién numeérica

Utilizamos varias simulaciones numéricas para ilustrar y complementar nuestros resultados analiticos. Las sim-
ulaciones se generan mediante el solucionador pdepe de Matlab, el cual resuelve problemas de valor inicial y de
frontera para ecuaciones diferenciales parciales parabdlico-elipticas en una dimension espacial. Hemos identificado
valores criticos de los pardmetros para el sistema (3), en particular, \* = A}, = % Este es el primer punto de
bifurcacién de Hopf.

Para el caso n = 0, los resultados coinciden con los correspondientes al sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO) asociado al modelo (3). Esta versién del sistema (4) involucra tres pardmetros: k, m y 6. En
primer lugar, elegimos los parametros k = 3, m = 1.2, # = 0.6, los cuales producen A = m% = 1. En este caso,

0
el valor de bifurcacién de Hopf es A%, = =1 = 1. La solucién de equilibrio E(\, vy) es localmente asintéticamente

2
estable.

Dynamics of the predator-prey system (ODE)
Plane (t,u) _ _ Plane (t,v)

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t

Plane (uv) _ _ Three-dimensional space (tu,v)

07 08 09 1 11 12 13
u(t)

t uft)

Figure 1: Simulacién numérica de la versiéon EDO del sistema (4). Se consideran los pardmetros k =3, m =12y
6 = 0.6, con condicién inicial (1(0),v(0)) = (1.2,1.2). La solucién de equilibrio E(1,1.1) es asintGticamente estable.

Ahora, al considerar el caso n = (n,0), los resultados obtenidos para los sistemas (3) o (5) coinciden con los re-
portados en [3], tanto para n # 0 como para n = 0, en el dominio espacial dado por el segmento de recta Q = (0, ¢7).
De manera similar, para el caso n = (0, m), también se obtienen resultados andlogos a los presentados en [3].

Por otra parte, nuestro modelo de EDP (3) o (5) involucra los pardmetros k, 6, m, di, da, £. Es posible elegir
el parametro de longitud ¢ de tal forma que ocurran varios puntos de bifurcacién estacionaria asociados a valores
criticos \* que satisfacen \* € (O, %] .Sin =11y escogemos ¢ = 4.2, junto con los valores de los pardmetros
k=3, m=2.22 6=0.6, d =dy =1, entonces obtenemos A = \* = (0.36.
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Temporal evolution of u(x,t) Temporal evolution of v(x,t)

Figure 2: Simulacién numérica del sistema (3) o (5): (izquierda) u(z,t); (derecha) v(z,t). Pardmetros: (n,m) =
(1,0), £ =42,k =3,dy =dy =1, m =222y 0 = 0.6. Condicién inicial: (ug(z),vo(x)) = (4 + 0.2cos(32), 3 +

X

0.2 sin(ﬂ)). El punto de equilibrio espacialmente no homogéneo es E = (0.36,0.54).

Temporal evolution of u(x,t) Temporal evolution of v(x,t)

A -

T~ 50
X 15 0 t
Figure 3: Simulacién numérica del sistema (3) o (5): (izquierda) u(z,t); (derecha) v(z,t). Pardmetros: (n,m)
(1,0), 6=4.2,k=3,d; =dy =1, m =222y § = 0.6. Condicién inicial: (uo(z),vo(x)) = (0.4+0.2cos(F%), 0.3
0.2sin(%%)). El equilibrio espacialmente no homogéneo E = (0.36,0.54) es asintéticamente inestable.

+

Temporal evolution of u(x,t) Temporal evolution of v(x,t)

\

N

u(x,t)
o N
occ v = 0 N O w

v(x,1)
oc - N w » 5] ]

Figure 4: Simulacién numérica del sistema (3) o (5): (izquierda) u(z,t); (derecha) v(x,t). Pardmetros: (n,m) =
(1,1), £ =8,k =3,dy =dy; =1, m =5.63 y § = 0.6. Condicién inicial: (ug(z),vo(x)) = (3 + 0.2cos(FZ), 3 +
0.2sin(%%)). El punto de equilibrio espacialmente no homogéneo es E = (0.11,0.19).
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Figure 5: Simulacién numérica del sistema (3) o (5): (izquierda) u(z,t); (derecha) v(z,t). Pardmetros: (n,m
(1,1), £ =8,k=3,d; =dp =1, m =5.63 y = 0.6. Condicién inicial: (uo(z),vo(z)) = (0.2 4 0.2cos(3Z), 0.

Temporal evolution of u(x,t) Temporal evolution of v(x,t)

0.2sin(32)). El equilibrio espacialmente no homogéneo E = (0.11,0.19) es asintéticamente inestable.
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