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Analisis de estabilidad y bifurcacion de Hopf

en un sistema difusivo presa-predador, con

respuesta funcional de Holling tipo Il en un
dominio espacio-temporal rectangular.
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Presentacion del modelo

Universidad
Ne— AN+ N (1= D) aNP . (xy)eQ, t>0, del Cauca
k N+1 (1)
alN
P = AP+ P ( — Q
r = b AP + (9+N+1), (x,y) €Q,t>0,

Con condiciones iniciales:
N(x,y,0) = No(x,y) >0, P(x,y,0)= Po(x,y) >0, (x,y) € Q,
y con condiciones de frontera:
ON _ 0P _
ov ov
donde v es el vector normal exterior a la frontera de

Q = (0,70) x (0,7f), £ > 0. Aqui, k,0,a,di,d> € Ry; k representa la
capacidad de carga reescalada, 0 la tasa de mortalidad del depredador, a |

0, (x,y)€oQ,t>0.

intensidad de interaccidn entre especies, di y d> coeficientes de difusién/de la

presas y depredadores respectivamente.
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Linealizacidon de un sistema

reaccion-difusion general ded Cuus

Ne= AN+ f (AN, P) ?
P.= dhAP+g(\N,P).

La linealizacién de (2) en el punto de equilibrio (A, 0,0).

Ny = diAN + £ (),0,0) + Vf (A,0,0)(N,P)+ Ry (N, P)
P: = dAP+g(A0,0)+vg (A 00)(N,P)+ R (N, P)

U= LU, uz<’/‘3’>. 3)
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Linealizacidon de un sistema i
Universidad

reaccion-difusion general del Cacs

donde

L AA+AD) B
LN = < TCO) At DY )

AN = fu (A,0,0),  B(\) = f» (A,0,0)
C()‘) = 8N ()‘7 0, 0) ) D(A) = 8p ()‘7 0, 0)
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Problema de valor de frontera p
A Gt
%(X)ZVSD'U:O; x € 09.

donde Q = (0, ¢m) x (0, ¢w), £ € RT. Encontrar la solucién de (4)
es equivalente a encontrar los auto funciones del operador —A con
respecto al valor propio p.

Sucesion de valores y autovalores propias

Para cada n,m € Ny, @nm(x,y) = cos (%) cos (%)
©mn(x,y) = cos (%) cos (%) son soluciones de (4) con
P  m?
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iendo en cuenta lo anterior, se obtiene el siguiente resultado:®iz
Universidad

del Cauca
n m a
Teorema. Sean n,m € Ny. g = cos <—x> cos (—y) M) es
g e bnm
un auto funcién de L(\) asociado a un valor propio «, siy sélo si
a . . .
( b"m ) es un vector propio de L,n()) asociado al mismo valor
nnm
propio «, donde

. AQ) — dy (%22 + ’Z—j) B()) 5
. ) D(\) — d» (Z—j + 'Zj)
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Puntos de equilibrio del modelo

Ey(0,0), Ei(k,0) y el punto de coexistencia E>(, Py), donde

_ 0 _(k*/\)(1+)\)
/\7a—9 » = ak '

La existencia bioldégica de E> requiere que 0 < A\ < k.

Eo siempre es un punto de silla.

Si a < 0 (equivalentemente, A < 0), E; es un punto de sillay E> no es

admisible.

Si 0 < a<0(k+1)/k (equivalentemente, 0 < k < X), E1 es localmente

Universidad
del Cauca

asintéticamente estable, mientras E, carece de significado bioldgico, Py < 0.

Si a > 0(k 4+ 1)/k (equivalentemente 0 < X\ < k), E; es un punto de silla y E;

es biolégicamente relevante.
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Puntos de equilibrio del modelo
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En lo que sigue, se establecen condiciones que garantizan la estabilidad global
de E1 Yy Eg.

Teorema. Si k < A (equivalentemente, a < 6(k + 1)/k), entonces Ei(k,0) es
globalmente asintSticamente estable, esto es, Ei(k,0) atrae todo solucién
positiva de (1).

Teorema. Si 0 < k <1, o bien k> 1con k—1< X\ < k, entonces Ex(}\, P»)
es globalmente asintéticamente estable, esto es, Ex(\, Py) atrae todo solucién
positiva de (1).

Debido a la estabilidad global establecida en el teorema anterior, de aqui en
adelante asumimos que k > 1y restringimos el andlisis al intervalo
0< A< k-1
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Punto de equilibrio E>(\, Py)
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Ahora para analizar la ocurrencia de la bifurcacién de Hopf en Ex(\, Py),
introducimos el cambio de variables N = N — A, P=P- Py y, por simplicidad,
seguimos denotando las nuevas variables por N y P. Entonces, el sistema (1)
se transforma en

N
P:

diAN + f(N, P) (x,y) €, t>0, (6)
AP+ g(N, P) (x,y) e, t>0,
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Punto de equilibrio E3(\, Py) = ﬁ
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dond del Cauca
onae

AN,P) = (N+2) (1= 22 — 2

BN P = —0(P Py) + LD

con condiciones iniciales
N(Xayao):NO(Xay)_)\v P(X7y30):P0(Xay)_V>\v (Xay)€Q7
y con condiciones de frontera

oN _ 0P _

=-— =0, x,y) €09, t > 0.
an ~ on (x,¥)
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Bifurcacion de Hopf
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Entonces el sistema Reaccién-Difusién (6) nos queda de la forma:
Ny = diAN+f (NN, P), 7)
P.= dAP+g(\N,P),

su linealizacién en el punto de equilibrio (A,0,0) es dada por:

donde,
L dA+AR) BN
b= (M0 aat by )
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Bifurcacion de Hopf
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con
Mk—-22—-1
A()\) = fN(AvovO) = ﬁ,
a\
B(A\) = f()0,0) = T = -0, o
k— X\
C(A) = gn(r0,0) = PEESIk
a\
D(\) = gp(2,0,0) = 1+)\:O'
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Bifurcacion de Hopf _
Se define el espacio de soluciones admisibles Lﬁgfg&%;&‘

X = {(N, P) € H(Q) x HA(Q) : (%’;’,%ﬁ) —0 en 89}.

La ecuacién caracteristica de

2 2
A(N) — di (%2 + '2—2) B(\)
Lom(X) == R
™) o) - (5 + %)
es:
52 - Tnm()\)/B + Dnm(/\) =0; n,me N.
donde

Tom(A) = Tr(Lam(A)) Y Dam(X) = det(Lam(X))
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Bifurcacion de Hopf

on valores propios

Toam(\) n VT, m()\) 4D,m(N)
2

B = = anm (A) £ i wsm (A,

donde

Tom(X)

anm (A) = —5 i wom () = v/Dom(A) — i (M)

Usando los resultados de (9) se sigue

Ak —2x-1) P om
) = MR e (G ).
_ (k=)  dA(k—2)-1) m> n?
D) = R@an " k@) (62 72> G (72 +
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Bifurcacion de Hopf
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Con el fin de estudiar la ocurrencia de la bifurcacién de Hopf en A = \*, se
supone la hipétesis:

(H1) Existe una vecindad V de A = \* tal que, para todo A\ € V/, el operador
L(X) posee un dnico par de valores propios complejos conjugados, simples y
diferenciables respecto a A\, denotados por a(\) £ iw(\), que satisfacen

a(A) =0, w(A*) = wo > 0, a'(\) #£ 0,

ademds, todos los demds valores propios de L(\) tienen parte real no nula.
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Bifurcacion de Hopf 2
L'iailx-'(c_rsldad

Para nuestro modelo, la hipétesis (H1) es equivalente a la existencia n,m € Ny
tales que

Tom(A*) =0, Dmm(A*) >0,

(11)
Ti(\*)#0, Dj(\*)#0 Vi, jeNy : i? 42 #n*+ mP.
y para el tnico par de valores propios complejos puros se cumple la
transversabilidad:
o' (X)) #0. (12)
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Bifurcacion de Hopf
Ahora de (10), se tiene que para todo A € (451, k — 1), Lﬁf?rﬁi;{l
Tom(A) <0y Dpm(A) > 0.

Por consiguiente, el estado estacionario Ex(\, vy) es localmente
asintdticamente estable. En particular, el punto de bifurcacién de Hopf A* que
satisface la condicién (H;) debe encontrarse en el intervalo (0, 1] . Ademds,

2 2

a(}) = % AN — (di + db) (%2 + %)} . o) = %A’(A),

y dado que

o L NG
Mk=22—1) 1), entonces A/()\):—k Ii(l—tAA)22)\

AR = k(14 A)
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Bifurcacion de Hopf s
L'iailx-'(c_rsldad

Para determinar el signo de A’()), se analiza el polinomio
©(A) = =2\ —4X+ k — 1,
cuyas raices estan dadas por

4+ ./16 +8(k -1
Mo — Vj4< ) _ g4 JktL

2
~ k+1
=E=! _
A +4/ >

y dado que k > 1, se verifica que e (0, %) y 0/(3\\) =0, luego

) >0, 0<A<A,
a'(N) ~
<0, A<

Si se considera
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Bifurcacion de Hopf
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Asi, tanto A(A) como «a(A) alcanza su valor maximo en A. Dado que X es la

raiz positiva de —2X? — 4\ + k — 1 = 0, se cumple entonces

k—1-2X=2X(1+2X\)
y por tanto

~ Mk—=22—1) 2X%(1+21N) 22
AQ) = ( —1) _ 23 A):T
k(14 X) k(1+ )

=M, M:(—Vk"_k_‘@)z

a(X):%[M—(dﬁ-dg (Z—j+'z—;)}
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Bifurcacion de Hopf
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Finalmente, si para algtin A* € (0, £52] se satisface la condicién (H1),

2
entonces a(A*) =0y
s[>0, o<t <,
a’ (X =N
<0, A<A < (k—-1)/2.

Observe que para todo \* # h) cumple la transversabilidad o (\*) # 0.
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Bifurcacién de Hopf L

Cuando A < A* < (k —1)/2, la parte real de un par de autovalores compleﬁénéf"&féﬁd

de L()) se vuelve positiva al disminuir A al cruzar A*. En cambio, si

0 < A* < A, dicha parte real se vuelve negativa cuando A disminuye al cruzar
A*. Esto significa que, en el intervalo (X, %) el estado estacionario
constante pierde estabilidad al cruzar un punto de bifurcacién al decrecer A,
mientras que en (O,X) la estabilidad se recupera bajo el mismo cambio de

pardametro. A partir de esta discusién, la determinacién de los puntos de
bifurcacién de Hopf se reduce a describir el conjunto

A= {)\ € (O, %} \{X} . existe n,m € Ny que satisface (11)},

donde los pardmetros (¢, a, d1, d», 0, k) son dados. En adelante, fijamos

a,di,d>»,0 >0y k > 1, y permitimos elegir £ convenientemente.
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Bifurcacion de Hopf
El punto Aj; = (k — 1)/2 pertenece a A para cualquier £ > 0, ya que L'xlﬂlx-'(c_rsldml
dael Lauca

Too(Afy) =0, Ti(A5) #0 (< 0) paratodo i,je Ny, i%+j°+#0,

y ademds D;jj(A}y) > 0 para todo i, € Np. Este valor corresponde a la clasica
bifurcacién de Hopf asociada a la solucién periddica espacialmente homogénea,
conocida del andlisis del sistema EDO. En particular, A}, es el tnico valor de
bifurcacién de Hopf para soluciones homogéneas para cualquier £ > 0.

Para las bifurcaciones de Hopf espacialmente no homogéneas para cada
(n, m) € N3, se comienza por observar que A(0) = A(M\j) =0, A(\) >0 en

o~

(0,\j7) y A(X) posee un dnico punto critico en A = X € (0, 51) donde alcanza
el mdximo local

A(X) _ 23\\2 (\/k +1- \@)2

oM
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Bifurcacion de Hopf s
L'iailx-'(c_rsldad

En el plano A-y, la curva y = A()) corta a la recta
P  m?
y = (di + cb) ([7+£7>

en dos puntos dentro del intervalo (0, 51), a saber A, y A, siempre que

n2 2

(di + d) (27 + %) < M.

Sea
0 = Jhtd Vk(d + db)
‘ M VE+1-v2

Si ¢ < {., entonces el tnico punto de bifurcacién de Hopf es Aj;.
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Bifurcacion de Hopf

Si £ > L., existen valores \; y A, con (i,j) € Neyl<iP+2<n’+m
donde n? + m? es el mayor entero estrictamente menor que (6/65)2, tales que
para cada (s, t),(i,j) € N3 con 1 < s® + t> < i? + j2 < n® + m* se cumple:

2 Universidad
' del Cauca

0< Az <Aj <A< <AE <

Ti(A) =0, T.(AF)#o0.

Ahora vamos a verificar que con ciertas condiciones tendriamos que D,, > 0 en
[0, 5]
' "2 |-

_0k—X) P om o om\’
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Bifurcacion de Hopf
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En [0, 5] se tiene m > 1y A(\) < M, por tanto

0 P m? P m\’
Dpm(X) > — — d. — dido | — +— ) .
()_k 2M(€2 €)+ 12(€2 Z)
2 2
esta expresidn se puede ver como una parabola con respecto <€—2 + £—2> y es
positiva si su discriminante es negativo, esto es,
9 d _ (Vk+1-+v2)*
2 1
(b M) 4d1d2k <0 < & > a0k .

De este andlisis se obtiene el siguiente resultado.
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Bifurcacion de Hopf
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Teorema. Supongamos que di,d»,0 >0y k > 1,

4 (Vk+1-v2) ,  Vk(di+ )
d> 49k T Vkr1-V2

Si € > [, existen valores A7 y A; en (0,%5%) con (i,j) € Ng y
1< i+ 2 < n?+ m?, donde n” + m? es el mayor entero estrictamente menor
que (£/£.)?, tales que para cada (s, t), (i,j) € N3 con

1<+t <24+ 2<n?+ m? se cumple:

0< Az <A <A< <AL <A,

Ti(AF) =0, Ta(Af)#0 y Dj(\F) >0, Du(N\i)#0.

Con los resultados obtenidos y teniendo en cuenta la transversalidad:

af-J-()\,.Ji.) # 0, se concluye que nuestro modelo admite bifurcacién de Hopf.
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bifurcacion de Hopf

Universidad
Es claro que el sistema (7) puede escribirse en la forma: del Cavca
du "
e L(AT)U + Fx=(U) (13)

donde

PN —AN)N-B(A)P N\ (N
Alt)= ( g(\V N, P)— C(A\")N — D(X7) P ) : U‘( P )

De la ocurrencia de la Bifurcacién de Hopf el sistema (13) se transforma en
Forma normal:

d . *
£ = iwoz + (q", Fx+ (U))
(14)
dr « _
P L(m*)r+ H(z,z,r).

donde H(z,z,r) = Fx~ (U) — (q", Fa~ (U))q — (", Fa~ (U))g
U=zq+2zZg+r.
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Coeficiente de Liapunov —
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Del desarrollo de Taylor de la primera ecuacién de (14) se calcula el coeficiente
que acompafia el término cubico de z2Z, llamado coeficiente de Liapunov.

Re (cl()\L)) = Re {ﬁ <q*7 Byg) - <q*7 ch7> + % <El*7 quﬁ)}

2
Tkk¥D) S

0
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Coeficiente de Liapunov
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Re (c1 (X)) = Re (p, Broq) + 3Re (p, Brya) + 3 Re (p, Caqq)

= 1 (&r + 2mr + 271r + 4X1R) (fuu + £, 2l guv)

+3 (&1 4 20w + 2711 + 4x11) (fuu ‘2(‘;}‘; — fuy (% = 52:‘;4!2) = guuwiO — 8uv ZZQISLZ)
+3 fuv (&2r + 2m2r + 272r + 4X2R)

+3 (&1 + 2m21 + 2721 + 4x21) (fuv df)c‘;;lzz = guvw%)
+35 (& + 2 + 27 +450) (fu + fu 2255 — g

+% 52 + 2772 + 27':2 + 4)22 fuv + 6% (fuuu + 2d2£|2"9| fuvv + guuv)

Q

donde los célculos de las variables
&1rs &115 §2R, &21, MR, Mu1, 2R, M2t TIR, Til, T2R, T2f, TiRs M1, T2R; 121,
X1Rs X115 X2R, X215 &1, &2, T, T2, T1, T2, X1, X2,
se encuentran en el extenso.
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Bifurcacion de Hopf
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Supercritica y subcritica de Caus

La bifurcacién de Hopf es supercritica si

1 +
———Re(a();)) <.

I i

a§j(>\ij ) J

La bifurcacién de Hopf es subcritica si

1 +
————Re(a(A;)) > 0.

I i

aﬁj()\,—j ) J
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Simulaciones
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Para el caso n,m = 0, los resultados coinciden con los correspondientes al
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) asociado al modelo (1).
Esta versidn del sistema involucra tres pardmetros: k, a'y 6. En primer lugar,

elegimos los pardmetros k = 3, a = 1.2, § = 0.6, los cuales producen
A= -2 =1. En este caso, el valor de bifurcacién de Hopf es A}, = % =1.

m—6
La solucién de equilibrio Ex(\, vy) es localmente asintSticamente estable.
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Dynamics of the predator-prey system (ODE) del Cauca
Plane (tu) i Plane (ty)
12
12
1.1
09 1
08 09
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t
i Plane (u) Three-dimensional space (tu,v)
12
S
1
gb—vn— | 0 T
07 08 09 1 11 12 13 . 100 08

ult)

Figure: Simulacién numérica de la versién EDO del sistema (1). Se consideran
los pardametros k = 3, a= 1.2 y 6 = 0.6, con condicién inicial
(N(0), P(0)) = (1.2,1.2). La solucién de equilibrio E>(1,1.1) es
asintéticamente estable.
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Ahora, al considerar el caso m = 0, los resultados obtenidos para los sistemas
(1) o (6) coinciden con los reportados en [1], tanto para n # 0 como para

n =0, en el dominio espacial dado por el segmento de recta Q = (0, ¢7). De

manera similar, para el caso n = 0, también se obtienen resultados analogos a
los presentados en [1].

Por otra parte, nuestro modelo de EDP (1) o (6) involucra los pardmetros

k, 0, a, di, d2, {. Es posible elegir el parametro de longitud ¢ de tal forma que
ocurran varios puntos de bifurcacién estacionaria asociados a valores criticos \*
que satisfacen \* € (0, %] . Si escogemos ¢ = 4.2, tenemos n=1,m =0y
junto con los valores de los parametros k =3, a =222, 6 = 0.6, di = d» = 1,

obtenemos \* = 0.36.
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Temporal evolution of u(x,t) Temporal evolution of v(x,t)

Figure: Simulacién numérica del sistema (1) o (6): (izquierda) u(x, t);
(derecha) v(x, t). Pardmetros: n=1, m=0,(=42, k=3, di=dr =1,
a =222y 6 =0.6. Condicién inicial:

(uo(x), vo(x)) = (4 +0.2cos(32), 3+ 0.2sin(7%)). El punto de equilibrj
espacialmente no homogéneo es E; = (0.36,0.54).
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Temporal evolution of u(x,t) Temporal evolution of v(x,t)

uxh

Figure: Simulacién numérica del sistema (1) o (6): (izquierda) u(x, t);
(derecha) v(x, t). Pardmetros: n=1,m=0,¢=42, k=3, di=dr =1,
a =222y 6 =0.6. Condicién inicial:

(uo(x), vo(x)) = (0.4 4+ 0.2cos(7=), 0.3 4 0.2sin(72)). El equilibrio
espacialmente no homogéneo E>(0.36,0.54) es asintSticamente inestable.
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Temporal evolution of u(x,t) Temporal evolution of v(x,t)

Figure: Simulacién numérica del sistema (1) o (6): (izquierda) u(x, t);
(derecha) v(x, t). Pardmetros: n=m=1,£=8, k=3, d1 =d» =1,
a=>5.63y 6 =0.6. Condicién inicial:

(uo(x), vo(x)) = (3+0.2cos(52), 3+ 0.2sin(7%)). El punto de equilibrj
espacialmente no homogéneo es E;(0.11,0.19).
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Temporal evolution of v(xt)

Temporal evolution of u(x,t)

uixt)
vix)

Figure: Simulacién numérica del sistema (1) o (6): (izquierda) u(x, t);
(derecha) v(x, t). Pardmetros: n=m=1,£=8, k=3, di =dr =1,
a=>5.63y 6 =0.6. Condicién inicial:

(uo(x), vo(x)) = (0.2 4+ 0.2cos(5>), 0.2 4 0.2sin(52)). El equilibrio
espacialmente no homogéneo E>(0.11,0.19) es asintSticamente inestable.

Hacia una Universidad comprometida con la paz territorial



Referencias

idad
del Cauca

[1] J. D. Ferreira, A. Gonzélez and W. Molina, Lyapunov
coefficients for degenerate Hopf bifurcations and an application in
a model of competing populations. Journal of Mathematical
Analysis and Applications & Vol. 455, pp 1-51, (2017).

[2] J. Sotomayor, L.F. Mello, D. de Carvalho Braga, Lyaponuv
Coefficients for Degenerate Hopf Bifurcations. arXiv:0709.3949v1
[math.DS], Sep. 25 (2007), home page:
http://arxiv.org/abs/0709.3949.

[3] M. Farkas, E. Sdez, and |. Szantd, Velcro bifurcation in
competition models with generalized Holling functional response.
Miskolc Mathematical Notes Vol. 6 (2005), No. 2, pp. 185-195.
[4]Y. A. Kuznetsov, Elements of applied Bifurcation theory.
Springer-Verlag, (1998). .

Hacia una Universidad comprometida con la paz territorial



iGracias por
su atencion!

Universidad
del Cauca

WWW.unicauca.edu.co

“Or «Fr o«



