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El modelo de Soberén y Llorente.
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Contexto biolégico

Problema ecolégico

® Predecir la riqueza de especies en un drea con muestreo limitado.
® Modelar cémo aumenta el ndmero de especies registradas (j) con el esfuerzo de

muestreo (t).
® Curvas de acumulacién: j vs t — Comportamiento asintético.

Aporte de Soberén y Llorente (1993)

Tres modelos funcionales basados en procesos estocdsticos para:

® Estimar diversidad bioldgica.
® QOptimizar esfuerzo de muestreo.

® Predecir especies no observadas.
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Relacion con el proceso de nacimiento puro

Suposiciones del modelo relacion proceso de nacimiento puro

® Cada nueva especie descubierta es un "nacimiento”.
e No hay "muertes” (extinciones locales).

® Probabilidad de descubrimiento depende del estado actual.

Estructura del sistema

P(j — j+ 1)At = A\(j, t)At,
P(j — j)At =1— \(j, t)At.

Donde A(j, t) es la funcién de recoleccién (tasa de descubrimiento).
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Evolucién temporal p;())

La probabilidad p:(j), de que en el momento ¢ la lista tenga exactamente j especies. Esta
probabilidad obedece la siguiente ecuacién,

dp;’gj) = pe( — DAG — 1, t) — p:()A(G, 1) (1)

La ecuacién diferencial para el primer y segundo momento de la distribucién de j al

E (,
( Z

ELD) 23 NG )+ Y PUNG:
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La modificacién de Caraveo y su simulacion.
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Derivada conformable

(Khalil et al., 2014) La derivada conformable de orden « se define como

t+etl=®) — x(t
DEx(t) = lim x(e+et™?) = x(t).
€—> €

para o € (0,1).
También puede escribirse como:

1—a df

D,f(t) = tt7>—.
(t) m

Esta definicidn se extiende a érdenes superiores (o« > 1) de manera natural.
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Ajuste del modelo

Considere el mismo modelo, el proceso de nacimiento puro, pero ahora aplicando el
operador conformable de derivada D en la ecuacién (1):

Depe(j) = el — D)AG — 1, 1) — pe()A(, 1)
Usando la definicién en el lado izquierdo:

tl—adp;t@ - Pt(_] — ]_))\(_/ -1, t) - pt(./))‘(.lv t)? (2)

o equivalentemente:

dp;t(j) =t [pe( = DAG = 1,£) = pe(D)AG 1]
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Esperanza y varianza con operador fraccionario

Solucién clasica (a = 1):

Solucién generalizada (0 < « < 1):

s(t) =2 {l—exp (_ia)]

Interpretacién:

® 5 tasa inicial de descubrimiento.

® b: tasa de disminucidén del descubrimiento.

® «o: modifica la escala temporal no
linealmente

Solucién clasica (a = 1):
V(t) = S(t)e

Solucién generalizada:

Propiedades:
® V(t) — 0 cuando t — o0

® | a varianza también se generaliza con el
mismo factor exponencial fraccionario.

® Para a < 1, la convergencia es mas lenta.
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Distribucion del nimero de especies

Distribuciéon de probabilidad en tiempo t:
, N bto\ 1V bt*\ 1’
0= (5) o ()] e (550))
J «o «

¢ Caso clasico (o = 1): Se recupera la distribucién binomial con p=1— e~

Caracteristicas:
bt

¢ Caso general: Distribucién binomial con pardmetro p(t) = 1 — exp(—bt* /).

® La probabilidad de encontrar nuevas especies decae como exp(—bt®/«a)
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Relacion eventos—tiempos y ecuacion de Kolmogorov

Sean N(t) el nimero de eventos en [0, t] y Ty el tiempo hasta el k-ésimo evento.

Entonces
P[N(t) < k] = P[Tk+1 > t].

Para t > y, la ecuacién de Kolmogorov da

d a
kak(t,)/) = = Ak(t)Prk(t, y), Ae(t) = b((M — k)t* 1, M = 5

Integrando desde y hasta t:

b(M — k)

Pix(t,y) = exp | — (t*—y*)| =P[Tkr1 >t | Tk =y]

Esta relacidon es clave para simular los tiempos entre eventos.
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Distribucion condicional y simulacion

La funcién de distribucién condicional de Ty, dado Ty =y es

b(M — k
F(t]y) = PlTess <t Te=y] = 1—exp |~ 2M =K

Propiedades:
Flyly)=0,  lim F(t|y) =1,

F es continua y estrictamente creciente para t > y.
Por inversién, con U ~ U(0,1):

Thi1 = (T,? - m In(1 — U))l/a

(t* =y, t>y.
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Algoritmo

Fijar To=0. Para k=0,1,..., M —1:
1. Generar Uy ~ Unif(0,1).

2. Calcular

o 1/a
Tk+]_ = (TI? — m |n(]. — Uk)) .

3. Guardar Tgy1.
Si k = M, ya no hay mas saltos porque Ap(t) = 0.

Cada Ty41 queda condicionado al valor anterior Ty.
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Simulaciones N(t)

—— Trayectorias simuladas
—— Media empirica
= = Media tedrica E(j,t)

I [ I I I I
0 10 20 30 40 50

Tiempo
Parametros: alpha=0.95, a=8, b=0.05, M =160, n= 10000 trayectorias
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Efecto del parametro «

Numero de especies acumuladas

Comparacion de trayectorias para diferentes o

250

500
Tiempo (t)

750

1000

Observaciones

® o<1 (e. 0.3, 0.5):
Crecimiento inicial
rapido.

® o = 1: Caso clésico sin
derivada conformable.

® a>1(e. 1.2,15):
Crecimiento mads regular
y predecible.

Interpretacion: « controla
la curvatura y la escala
temporal del proceso.
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Modelo con funcidn de recoleccion exponencial y
operador conformable
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Planteamiento del modelo exponencial

Se considera la funcién de recoleccién con decaimiento exponencial:
() = ae ¥, a>0, b>0.
Justificacién:

® Aumentar el tamano de la coleccién disminuye la probabilidad de agregar una nueva
especie de manera no lineal.

® Es razonable cuando la regién muestreada es grande o los taxones son poco
conocidos.

® | a probabilidad de encontrar una nueva especie nunca llega a cero.
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Ecuacion para la esperanza

La ecuacién diferencial para el primer momento de la distribucién de j al tiempo t es:

& 3 P =2 Y peli)e .
=0 =0

Suponemos que el nimero de eventos sigue una distribucién de Poisson, su funcién

generadora de momentos es:

M;(u) = /(e =1,

Sustituyendo en la ecuacién diferencial:
do
pr

Integrando y usando la condicién inicial S(0) = 6(0) = 0, se obtiene:

—b_
a e@(e 1)'

S(t) = 1_7164) in(1+a(1—e?)t)
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Obtenciéon de S(t) en el modelo con operador conformable

La ecuacién general para el primer momento es:
dEU Z p:(J
Sustituyendo la funcién de recoleccién exponencial A(j, t) = ae
dE(j, Z pej)et,

Se identifica la suma como la funcién generadora de probabilidad evaluada en e~

Zpt = ( _b) t)'

—bj.

b.
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Solucién de la EDO

Suponemos que el nimero de eventos sigue una distribucién de Poisson, su funcién
generadora de probabilidad es:

G(s, t) = e(O)s=1),

—b . -z
Evaluando en s = e~? tenemos que: G(e~?, t) = e?()(¢™°~1) Systituyendo en la ecuacién
diferencial:
tlfaﬁ ae@(e_bfl)'

dt
Definimos d = 1 — e~® > 0. Separando variables:

e 9940 = at*Ldt.

Integrando y usando la condicién inicial (0) = 0, se obtiene:

EG,t) = 0(t) = — > In <1 + a(l_e_b)ta)
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Algoritmo de simulacion
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Relacion eventos—tiempos y ecuacion de Kolmogorov

Sean N(t) el nimero de eventos en [0, t] y Ty el tiempo hasta el k-ésimo evento.

Entonces
P[N(t) < k] = P[Tky1 > t].

Para t > y, la ecuacién de Kolmogorov da

d _ _
apkk(ta)/) = = Ak(t)Prk(t, y), Me(t) = ae Pkl
Integrando desde y hasta t:

3 e—bk

Piu(t,y) = exp | — (t*—y)| =P[Tkg1 >t | Tk =y

Si se conserva un maximo de M eventos, se toma k=0,..., M —1y \yy =0.
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Distribucion condicional, simulacién y algoritmo

La funcién de distribucién condicional de Ty, dado T, =y es

—bk

ade
F(tly)=P[Tkq1 <t| Tk =y]=1—exp|— (t* =y,

Propiedades:
Flyly)=0,  lim F(t|y) =1,

F es continua y estrictamente creciente para t > y.
Por inversién, con U ~ U(0,1):

o o l/a
Tk+1 = (Tk - m In(l - U))

t>y.
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Algoritmo de simulacién

Fijar To =0. Para k=0,1,... (0o k=0,..., M — 1 si hay maximo M):
1. Generar Uy ~ Unif(0,1).

2. Calcular
«

o 1/a
Tk+1 = (Tk — W |n(1 - Uk)> .

3. Guardar Tyyg.

Cada Ty11 queda condicionado al valor anterior Ty.
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~. 50

N(t

25

Simulacién de N(t) con A=a-e

Parametros: o=0.85, a=1.5, b=0.05, ty,=1050, n=

250

500
Tiempo

b po-t

10000 trayectorias

750

= Media empirica
Media tedrica

1000
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Conclusiones

Se desarrollé un método de simulacién exacta para tiempos entre eventos basado en
la probabilidad condicional y el método de la transformada inversa.

® E| pardmetro « es crucial para modelar la memoria del proceso:

® o < 1: Sobre-dispersion (eventos agrupados).
® o > 1: Sub-dispersiéon (eventos regulares).

® Esto permite una simulacién exacta y computacionalmente eficiente mediante
tiempos exponenciales.

® La esperanza tedrica 6(t) sirve como validacién de las trayectorias simuladas.
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